Calkowanie

Z matematycznego punktu widzenia catkowanie jest bardzo skomplikowanym procesem, najezonym
mnoéstwem zalozen, twierdzen, wzoréw 1 symboli. Z czysto uzytkowego (i inzynierskiego) punktu widzenia
catkowanie polega na wyliczeniu dtugosci, pola powierzchni lub objetosci przedmiotu. Oczywiscie, aby byto to
mozliwe, wielkosci te nalezy opisa¢ matematycznym réwnaniem. Uzycie komputerow sprawia, ze niepotrzebne
sa takze analityczne metody, czyli skomplikowane wyprowadzanie wzorow.

W jaki sposob catkuje komputer? Czerwony wykres pokazuje przebieg
jakiej$ funkcji, a my chcemy policzy¢ pole powierzchni pod tym wykresem. W
tym celu dzielimy caty obszar na niewielkie prostokaty, wyliczamy ich pola
powierzchni i sumujemy. Oczywiscie bedzie to wynik niedoktadny, ale zawsze
mozna zmniejszy¢ bok prostokata (tym samy zwigkszy¢ ilo$¢ 1 doktadno$c¢) lub
zamiast prostokgtow zastosowac trapezy albo jeden z bokow zastgpi¢ krzywa.
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W matematyce catkowanie oznaczamy symbolem J. a réwnanie J.X2 —4dx oznacza, ze liczymy pole
1

powierzchni pod wykresem ograniczonym krzywa o rownaniu x>-4 w przedziale od 1 do 10. Symbol dx
(czytamy ,,de iks”) dotyczy zmiennej z naszego roOwnania.

CWICZENIE 1 - pole tréjkata
Oblicz pole powierzchni pod wykresem funkcji y=2x w przedziale
od 0 do 2.

Zxdx=4

x::t_“l\)

Wyliczenie nie przedstawia Zadnej trudnosci. Dla zobrazowania narysujmy
jeszcze wykres funkcji. Okazuje sig, ze pole powierzchni pod wykresem, to pole x
tréjkqgta 0 boku 2 i wysokosci 4, czyli rzeczywiscie jest rowne 4. : I

£Z'X
CWICZENIE 2 - pole kola
Oblicz pole powierzchni ograniczonej krzywa —£(x)=11-x°
A Vi pole powierzchni
y =+1—x* w przedziale od -1 do +1. 1
/--"” p==J‘ f(x)dx  P=1,5706
Po narysowaniu wykresu okazuje sie, ze mamy do czynienia z | -1
kotem (dokladnie z pétkolem), ktorego wzor na pole doskonale jest |~ / -
znamy. Dla sprawdzenia poprawnosci catkowania zastosujemy | - Y e
zwykly wzor. ; _ . _ x| Pl=—7 P1=1,5708
. . £ (x)
CWICZENIE 3 - sinus
Wylicz pole powierzchni pod krzywa y=sin(x) w przedziale 0 do =~ Z(x)=sinlxdeg) 180
. Y e Bi= I f [x] dx
180 stopni. : \ !
o o - : o 0.5 A4 P=114,5916
Obliczenia nie przedstawiajq Zadnych trudnosci. Nalezy uwzgledni¢ jednak N
zamiang radiandw na stopnie podczas obliczania catki. Dla sprawdzenia X n
policzono rowniez catke bez zamiany na radiany (pole P1=2). Sprawdzenie |, P1’=I5in (x) dx
wynikow daje takie same rezultaty. ' 0
Pl=2
£(x) pdeg=2
CWICZENIE 4 - jezioro
W parku ma powstaé jezioro o ksztalcie wyznaczonym przez  sixj--x“+sx-2
, , . 2 . , . Gi= solve[f[ ] x]
krzywa okreslong réwnaniem y=-x"+5x-2 1 o§ X. Wylicz pole " e
powierzchni tego jeziora. : y; T G=[4:5616]
Wykres pokazuje ksztalt jeziora. Jedynym problemem sq punkty graniczne " ®2
jeziora. W naszym przypadku bedg to pierwiastki rownania kwadratowego, ™ J‘ £lx)dx
ktore wyznaczymy za pomocq funkcji solve. i G4
e J=11,6821




CWICZENIE 5 - lezka 3
W parku ma powsta¢ jezioro o ksztalcie :
wyznaczonym przez dwie krzywe okreslone

rownaniami: y=—)_(2+_5x-2 1 08 X. Wylicz pole [:\|¥ — [0,5945
powierzchni tego jeziora 7|4, 0602

k pok h dobmie, jak W | 72 i
Rysunek pokazuje powierzchnie jeziora. Podobnie, Jak W
poprzednim zadaniu nalezy znalezé punkty gramiczne |- POLE = I £(x) dx- I g(x) dx
(przeciecie sie dwoch krzywych), ktore jednoczesnie stajg G4 G4
sie gra_nicami catkowania. _Rozn_ic_a pol pod krzywymi daje | porE-5,1309
poszukiwane pole (obszar ciemniejszy). £ (%)

g (x)

Dhugos$¢ krzywej

Dlugosci rowniez obliczamy metodami catkowania. Jesli liczymy numerycznie (np. na arkuszu kalkulacyjnym),
to sumujemy przekatne prostokagtow (tw. Pitagorasa). Nieco bardziej skomplikowanie wyglada catkowanie
algebraiczne (w programie typu CAS) i wzor na dlugos¢ krzywej okreslony jest nastepujacym réwnaniem:

b
I 1+ f'(x)* dx. Co ono oznacza?

f(x) - funkcja, ktora okresla ksztalt krzywej
£(x) - liczymy pochodng funkcji
£(x)? - podnosimy pochodna do kwadratu

e 1+ f'(x)* - dodajemy jeden i pierwiastkujemy

b
. I 1+ f'(x)® dx - teraz mozemy catkowaé w przedziale (a,b)

e Woynikiem catkowania jest dtugos¢ krzywej

CWICZENIE 6 - przekatna
Oblicz dtugos$¢ krzywej, ktora opisuje rOwnanie y=2Xx w
przedziale od 0 do 2.

Na rysunku pokazano krzywq, ktorej dlugos¢ wyliczamy (czerwony
odcinek). Najpierw liczymy pochodng P, a po wstawieniu do wzoru
otrzymujemy dlugosé¢. Sprawdzenie z pomocg tw. Pitagorasa.

sprawdzenie
£(x) 2%,4% 24,2721
CWICZENIE 7 - dlugos¢ tuku
Oblicz dtlugos¢ krzywej, ktora opisuje krzywa _
y =1-x* w przedziale od -1 do +1. il Pm gy £ P —
y 1-x
1 -
Jezeli bedziemy rozwigzywaé to zadanie w sposob |* C’=J 1+2° dx c=1u
standardowy okaze sie, ze nie zdolamy policzy¢ diugosci i)
w przedziale (-1, 1). Z matematycznego punktu widzenia |, - 0,995
okazuje sie, ze dla podanych wartosci brzegowych nie - _[ 1ep2 gx  C=23,4320
istnieje rozwiqzanie. Mozemy jednak przyjgé wartosci | 39995
bardzo bliskie, np. (-0,9999, 0,9999) - otrzymamy wynik |~ - : £ ' 5
przyblizony. £(x) sprawdzenie  —-2:m1=3,1416

CWICZENIE 8 - sinusoida

. 2
Wylicz diugo$é sinusoidy okreslonej réwnaniem y=sin(x?-3x+2), W przedziale, - sinlu®-3 42

¥
ktory wyznaczaja punkty przecigcia krzywej z osig X (patrz obrazek).
. oo G=solve(f(x); x;-1;4] P:=if(x)
Za pomocq funkcji solve znajdujemy dx
wlasciwe punkty i podstawiamy, jako ~0,3416 Gy .
granice catkowania. 1 C= [ 1402 ax
G=| S
3,3416 1

C=6,1313



CWICZENIE 9 - praca rakiety
Oblicz prace, jaka nalezy wykonaé, aby podnie$¢ z powierzchni Ziemi cialo o masie
3000000 kg (rakieta Saturn) na wysoko$¢ 10 metrow.

b
Prace w fizyce liczymy z nast¢pujgcego wzoru: W = I F(x) dx

. . L . . . M-m
Na wysokos$ci x nad powierzchnig ziemi sita przyciggania wynosi: F(X)=G———

(R+x)*

gdzie G - stata grawitacji, M - masa Ziemi, m - masa rakiety, R - promien Ziemi.

Poniewaz w programie SMathStudio mamy problemy z catkowaniem w jednostkach, dlatego wartosci
wszystkich statych zamieniamy na ukiad S|. Wtedy prace otrzymujemy w dzulach [J] — |\ mozemy catkowaé
bez uzywania jednostek.

CWICZENIE 10 - droga pojazdu
Samochod poruszat si¢ z zmienng predkoscig, ktdra opisuje nastgpujaCy wzor:

-11

G=6,67 10

24
Mi=6'10
m:= 3000000

R=6378 10 3
G'Mm

F(x)= -

[R+ x]

10
W= I F(x] dx
0

8
W=2,9514'10

V[X]ii 40-x -
V(X) =— 340X - , gdzie x o0znacza czas. Jakg droge przejechat ten sin((x-2) -2 7+ 3)+2
sin((x—2)° —2x% +3)+2 ;
samochod w czasie 4 pierwszych godzin? '
X Y
Drogg w fizyce liczymy z ogdlnego wzoru: L = IV (x) dx, gdzie x oznacza czas /\
ruchu pojazdu. /—/A_
{v(z)
4
c=jv(x]dx Cc=199,0849
0
ZADANIA
Zadanie 1

Masz dane dwie funkcje kwadratowe
f(X)=-2x"+3-x+1
y(X) = x? —%-x+1,5- N

Znajdz miejsca zerowe, punkty wspdlne 1 ekstremalne dla obu funkcji

Wylicz pola powierzchni pod wykresami 1 pole powierzchni czg$ci wspdlnej
Wylicz dlugosci krzywych pomiedzy miejscami zerowymi 1 punktami wspolnymi
Narysuj wykres i umie$¢ na nim obie Krzywe oraz charakterystyczne punkty

Zadanie 2

Sprawdz za pomocg catkowania numerycznego prawdziwos¢ podstawowych wzordw geometrii na plaszczyznie

(pole i dtugos¢ brzegu dla: kwadratu, trojkata, kota, trapezu.
UWAGA - wyznacz rdwnania prostych (krzywych), ktére ograniczaja te figury.




