Obliczenia numeryczne.

W pracach naukowcoéw, konstruktorow i technologdw czgsto wystepuje koniecznos$¢ obliczania roznorodnych
wielkosci za pomoca skomplikowanych zalezno$ci. Mimo, ze wyprowadzone s3 teoretyczne wzory, z ktorych
mozna co$ obliczy¢, to okazuje si¢ w praktyce, ze nie jest to takie tatwe (np. czy nowowybudowany most
zawali si¢, gdy sita wiatru przekracza 200 km/h). Zamiast bawi¢ si¢ skomplikowanymi matematycznymi
zalezno$ciami, uktadami réwnan itp., mozna przeciez wykorzysta¢ komputery i zamiast rozwigzywaé uktady
réwnan, po prostu je wyliczy¢. Obliczenia numeryczne polegaja na obliczaniu wielkosci zdefiniowanych za
pomocg zaleznos$ci matematycznych przy pomocy komputera.

Dokladnos¢ obliczen i kumulowanie bledow.

Nie ma problemu, jesli postugujemy si¢ liczbami catkowitymi, ktére w komputerze pamig¢tane sg doktadnie —
wyniki sg zawsze doktadne. Z liczbami rzeczywistymi (zwlaszcza okresowymi lub niewymiernymi) lub bardzo
duzymi catkowitymi komputery radza sobie gorzej, zwlaszcza, jesli mamy do czynienia z duzymi
doktadno$ciami. Liczby rzeczywiste pamigtane sg tylko na kilku bajtach (na 6 - REAL) i dlatego niedoktadnie
(jak np. zapamigta¢ liczbe pi?). Liczby rzeczywiste po prostu zaokragla si¢ i pamigtane sa Z okreSlong
dokladnos$cia, a to powoduje btedy przy doktadnych obliczeniach. Innym komputerowym problemem liczb
rzeczywistych jest kumulowanie bledow. Przy wielokrotnym powtarzaniu tych samych operacji na liczbach
zmiennoprzecinkowych (rzeczywistych), zwtaszcza przy dodawaniu i1 odejmowaniu, sumowanie btgdow
powoduje znieksztalcanie wynikow obliczen.

PRZYKLAD LEKCJA121 — kumulowanie bledow suma:=0;

Zsumowanie duzg ilos¢ razy tej samej liczby rzeczywistej (1,1) 1 | r:=1.1;

podzielenie jej przez ilos¢ sumowan powinno teoretycznie da¢ ta sama | for i:= 1 to ile do suma:=suma+r;
liczbg (czyli 1.1). Kumulowanie si¢ blgdow powstatych z zaokraglania | writeln(sumalile);

liczb rzeczywistych powoduje, ze wyniki przy duzych ilosciach sa
rozne. Dlar=1,1 i ile=10 wynik wynosi 1,1 dla ile=1000000 wynik wynosi 1,0999999. Moze te r6znice nie
sa znaczne, ale przy obliczeniach wymagajacych bardzo duzej doktadnosci, taka doktadno$¢ jest niezbgdna.

Calkowanie numeryczne (obliczanie pol
powierzchni, objetosci, dlugosci linii
ograniczonych krzywg).

Pole powierzchni Yb
Obliczanie pola powierzchni polega na
podzieleniu obszaru pod krzywa na
niewielkie fragmenty (np. trapezy), dla
ktorych tatwo wyliczy¢ pole powierzchni.
Im wigcej trapezow tym dokladniejszy
wynik. Jest to tzw. calkowanie numeryczne.
Dla niektorych funkcji tatwo jest wyliczy¢ -
objetos¢, czy pole powierzchni za pomoca
teoretycznych rownan  matematycznych
(kwadrat, kula itp.), ale skomplikowane
funkcje nie sa mozliwe do rozwigzania
metodami  teoretycznymi. Dlatego tez
calkowanie numeryczne ma ogromne
znaczenie w wielu dziedzinach nauki i Xp Xa Xb Xk
techniki.

Ya

Pole powierzchni

Chcemy obliczy¢ pole powierzchni pod wykresem, w przedziale (Xp..Xk). Dzielimy ten przedzial na
jednakowej dtugosci odcinki (im ich wigcej, tym obliczenia beda doktadniejsze) w naszym przypadku na 4.
Pole trapezu obliczamy z wzoru P=h(a+b)/2, na wykresie: P=(Xb-Xa)(Yb+Ya)/2 gdzie:

h - wysokos¢ trapezu - skok na osi X (inaczej mowiac, jaka jest odlegtos¢ pomigdzy Xa, a Xb)

a - wartos$¢ Y obliczona dla Xa

b - warto$¢ Y obliczona dla Xb



Jesli zsumujemy pola wszystkich trapezow - otrzymamy (przyblizone) pole pod wykresem.
Jesli wykres znajduje si¢ pod osig OX - pola majg ujemng wartos¢, dlatego nalezy wylicza¢ je bez znaku
(wartos¢ bezwzgledna, modut itp).

Komputerowa realizacja — algorytm catkowania:
- wartos¢ Xa jest rowna Xp
- powtarzaj ponizsze czynnosci
- wylicz Ya (wstawiajgc do wzoru na funkcje¢ warto$¢ Xa)
- wylicz Xb (dodajac do Xa SKOK na oso X)
- wylicz Y (wstawiajgc do wzoru na funkcje warto$¢ Xb)
- oblicz pole trapezu (albo dlugos¢ przeciwprostokatnej)
- sumuj pola (dtugosci)
- wstaw do Xa wartos¢ Xb
- az Xb osiggnie wartos¢ Xk
- zmniejsz pole o ostatnio obliczong warto$§¢
Aby program dawat poprawne wyniki nie nalezy bra¢ pod uwage ostatniej wartosci pola, dlatego po
zakonczeniu petli nalezy wykonac instrukcje: pole:=pole-abs(p);

Dla sprawdzenia obliczmy dtugos¢ odcinka w przedziale -5..5 dla prostej y=x
Teoretyczne wyliczenia daja wynik: 25,00000
Program wylicza warto$¢ rowna 25,000000, gdy przedziat wynosi 0.1
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Dlugosé krzywej

Idea obliczania dtugosci jest podobna.
Podzial osi X na jednakowe przedziaty, Yb
wyliczenie obu wartosci, wyliczenie z
twierdzenia Pitagorasa wartos$ci
przeciwprostokatnej, sumowanie
przeciwprostokatnych.

Dhugosé¢ pojedynczego odcinka

obliczymy z wzoru:c=+va’+b*, co

przektadajac na oznaczenia na wykresie:
c=+/(Xo—Xa)’ +(Yb-Ya)’

Dla sprawdzenia obliczmy dlugosé
odcinka w przedziale -5..5 dla prostej
y=X

Teoretyczne wyliczenia dajg wynik: 14,14213562

Program wylicza warto$¢ rowng 14,14213562, gdy przedziat wynosi 0.1

Xp Xa Xb Xk

CWICZENIA

- napisz funkcje P CALKA oraz funkcje D_CALKA, obie z parametrami Xp, Xk, skok, ktoére wylicza pole
powierzchni lub dlugo$¢ krzywej. Podobnie jak w ponizszych przyktadach, funkcje korzystaja z
zewngetrznej funkcji Y(x)

- napisz funkcje PR CALKA, ktora liczy pole powierzchni, ale za pomocg prostokatow.

- pordwnaj wyniki dzialania obu funkcji, jakie sa r6znice w obliczeniach



W ponizszych przyktadach catkujemy funkcje y=-3x*-4x+5 w przedziale (-5..5) ze skokiem 0.1
Sposoéb dochodzenia do wyniku jest identyczny, zmienia si¢ jedynie wzor: pole, dlugos¢

LEKCJA122 - POLE

var
Xp,Xk,Xa,Xb,
Ya,Yb,
skok,
pole,
p:real;

function Y (x:real):real;

begin
Y:=-3*X*X-4*X+5;
end;

begin
pole:=0;
Xp:=-5;
Xk:=5;
skok:=0.1;

Xa:=Xp;

repeat
Ya:=Y(Xa);
Xb:=Xa+skok;
Ybh:=Y(Xb);

p:=skok*(Ya+Yb)/2;

pole:=pole+abs(p);
Xa:=Xb;
until Xa>=Xk;
pole:=pole-abs(p);

writeln(pole);
readin;
end.

LEKCJA123- DLUGOSC

var
Xp,Xk,Xa,Xb,
Ya,Yb,
skok,
dlugosc,
d:real;

function Y (x:real):real;
begin

Y:=-3*X*X-4*X+5;
end;

begin
dlugosc:=0;
Xp:=-5;
Xk:=5;
skok:=0.1;

Xa:=Xp;
repeat
Ya:=Y(Xa);
Xb:=Xa+skok;
Yb:=Y(Xb);
d:=sqrt(sqr(skok)+sgr(Yb-Ya));
dlugosc:=dlugosc+d;
Xa:=Xb;
until Xa>=Xk;
dlugosc:=dlugosc-d,;

writeln(dlugosc);
readin;
end.



